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Introduction

L’évolution d"une population et la reproduction sont des phénomeénes
difficiles a décrire précisément. Cependant, il existe de nombreuses modé-
lisations mathématiques, plus ou moins complexes, qui permettent d’en
appréhender, chacune a leur maniere, les différents aspects. Le modele le
plus naif est le "modele de Maltus" (1798). C’est un modele discret. Si on
note N; la population a I'instant ¢;, alors on a la relation

Nit1 = Ni+rN;

our s’'interpréte comme le taux de d’accroissement de la population (diffé-
rence entre le taux de fécondité en le taux de mortalité). Ce modele prédit
une évolution exponentielle de la population, N; = Ny(1 + r)i.

Un des principaux probléme de ce modele, c’est de ne pas prendre
en compte les différents individus composant la population étudiée. Pour
cela il faut faire appel aux probabilités, comme a travers les processus de
branchement.



1 Le processus de branchement
1.1 Définition

Un processus de branchement est un modele de population probabi-
liste discret. On considére une population qui évolue de génération en gé-
nération. On note Z, la taille de la n-iéme génération. A chaque généra-

tion, chaque individu i engendre une famille d’individu de la génération
suivante, de taille X;.

Alors I’évolution de la population suit un processus de branchement si les
taille de chaque famille forment une famille de variables aléatoires mu-

tuellement indépendantes identiquement distribuées.

Ce modele n’est pas spécifique a la reproduction sexuée et peut aussi dé-
crire la croissance du nombre de neutrons dans un réacteur nucléaire.

La figure 1 est est un exemple de processus de branchement avec Zy = 1.

<+ Zo =1
<+ 7, =2
<+ Z, =4

[ <t Z3=6
I
I
|

FIGURE 1 — Arbre généalogique d'un processus de branchement.



Pour suivre la dynamique de population prédite par notre modele,
nous devons déterminer la suite de variable aléatoire (Z,),eN. L'outil adapté
pour l'étude d’un processus de branchement est la fonction génératrice.

1.2 Fonction génératrice

Définition 1 (Fonction génératrice)
Soit X une variable aléatoire a support inclus dans IN. On définit sa fonc-
tion génératrice G par :

s — E[s%]

Usuellement, ’ensemble de définition de G est le disque D(0,1).

On remarque que G(1) = E[1] = 1.

La fonction génératrice caractérise completement la loi de sa variable aléa-
toire. Elle est aussi appelée "fonction génératrice des probabilités".

Théoréme 1
Soit X une variable aléatoire a support inclus dans IN et soit G sa fonction
génératrice. Alors G est de classe C* sur le segment [0, 1] et vérifie :

VneN, P(X =n) =

Démonstration 1
o0

OnaG:s+— Z nlP(X = n). G est donc la somme d’une série entiere de rayon de
n=0

convergence supérieur ou égal a 1. G est donc de classe C* sur le segment [0, 1].

Par propriété des série entiere, pour tout entier n, pour tout s dans [0, 1]

G (s) = i k(k—1)...(k —n+1)s*"P(X = k)
k=n

On applique I’égalité en 0. Tous les termes s’annulent, sauf un (pour k = n). Ainsi,
on obtient: G (0) = n(n —1).....(n —n + 1)P(X = n). D’ot le résultat.



La fonction génératrice vérifié une seconde propriété importante :

Théoreme 2 (Lien avec 1’espérance et la variance)
Soit X une variable aléatoire a support inclus dans IN et soit G sa fonction
génératrice.
Alors X a une espérance finie si et seulement si G admet une dérivée a
gauche en 1.
Dans ce cas,on a :

G'(1) = E[X]

Alors X a une variance finie si et seulement si G admet une dérivée se-
conde a gauche en 1.
Dans ce cas,on a :

var(X) = G”(1) + G'(1) — (G'(1))?

Démonstration 2
Pour 'espérance :
Pour tout s dans [0,1], on a:

G(1)-G(s) 154" B
1 _n; T P(X=mn)

n

=1+4s+5>+..+s" L. C’est donc une fonction croissante

Or pour tout n, 1

n

en s. De plus lim
s—1- 1 —5

integre sur IN par rapport a la loi de X), ona:

= n. D’aprés le théoreme de convergence monotone (on

L G() = Gls) _

Llim TS nzz%]n]P(X:n) =E[X]

Ce qui démontre 1’'équivalence.

Pour la variance :
En dérivant G deux fois, pour tout s dans [0, 1], on obtient :

G"(s) = E[X(X —1)s%X7?]
Ens=1:G"(1) = E[X(X —1)]



Théoreme 3 (Convexité)
La fonction génératrice est convexe sur [0, 1].

Démonstration 3
Pour tout n € IN, pour tout s € [0,1[,ona: G”(s) = E[X(X — 1)s*~2] Donc G”
est positive sur [0, 1[. Ainsi G est convexe sur [0, 1].

1.3 Théorémes principaux

Nous allons nous intéresser a Z, Z1, . . .
On défini donc G, (s) = E(s?), la fonction génératrice de Z,, avec s €
10,1[ , n € N etZ, € N.

Théoreme 4 (Fonction génératrice de Z,,)
Soientn,m € N, Vs € [0,1]

Gimin(s) = Gu(Gn(s)) = Gu(Gm(s))

Démonstration 4

Chaque membre de la génération (m + 1) a un unique ancétre dans la génération
n.

Soit X; le nombre de personnes de la génération (m + 1) qui ont le méme ancétre
a la génération n.

Donc V(n,m) € N?, Zyin = X1+ Xo+ ...+ Xz,
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De plus X1, X», ..., Xz, sont indépendantes et identiquement distribuées

) N1 sii=2,
Ona:VneN, P(Z,=i) = { 0 sinon
V(n,m) € N?,

G (s) = E[s“]

[E[s%|Z,]]

I
s3]

E[s%m"|Z, = i|P(Zy = i)

I
™2

Il
o

E [SX1+X2+...XZn ]P(Zn — l)

Il
™12

I
=

E[s%1s%2 .. %Xz |P(Z, = i)

I
™2

N
Il
o

I
gk
=
1)
ke
=
o'
&

..E[s*#]P(Z, = i) indépendantes

Il
o

E[sX1]%P(Z, = i) identiquements distribuées

I
™2

N
Il
o

I
I
9 £
=
N

I
D
iy

Et de plus Gx, (s) = Gu(s)

Donc V(n,m) € N?, Guin(s) = Gn(Gu(s))
De méme, on peut obtenir V(n,m) € IN?, Gy (s) = Gu(Gnu(s))
On a donc aussi Vi € N, G(s) = G(,—1)41(s) = G(G

n—
et donc, on obtient par récurrence que : Vn € IN, G (s)
(G est itérée n fois)

1(s))avecG = Gy
— G(G(...G(s) ...))



Théoréme 5 (Espérance et variance de Z,,)
Soient y = [E[Z1] et ¢? = var(Z;),alors :
Vn € N,

no?

E[Z,| =u" et var(Z,) = 20n_1)n-1 .
[Zn] = p (Zn) {—0(}4(#11))?‘ si u#1

si U=

Démonstration 5
Pour 'espérance :

Soit H= E[Zl],

Vn € N, Gy(s) = G(Gy-1(s))
On dérive : Vn € N, G, (s) = G'(G,-1(s))G),_(s)

En utilisant le théoréeme 2, ona: Vn € N, G, (1) = E[Z,].
De plus G,(1) =1

Donc Vn € N,G,(1) = G'(G,_1(1))G,,_1(1)

E[Z,) = G'(1)E[Z, 1]

E[Z,] = uE[Z;-1]

Par récurrence on peut donc montrer que Vn € N, E[Z,] = pu"

Pour la variance :
Soit 0% = var(Z;)

On dérive deux fois G, (s),Vn € N, :

Gu(s) = G'(Gu-1(5))G,, 4 (s)
ens =1: Gy (1) = G'(1)G)_,(1)

1
Gii(s) = G"(Gn-1(5)) (G 1(8)) + G'(Gu1(5)) Gy ()
ens =1:G,(1) = G"(Gy1(1))(G, 1 (1 ))2+G/(Gn—1(1)) i-1(1)
=G"(1)(G,1(1))*+ G ()G 4 (1)



Vn € N var(Z,) = G/(1) + G,(1) — (G,(1))?
= G"(1)(G,-1(1))* + G'(1)G,_1(1) + G'(1)G, (1)—((3’(1)(3,’171(1))2
= (Gy1(1)*(G"(1) = G'(1)* + G'(1) = G'(1)) + G'(1)Gy_1 (1) + G'(1) G, 1 (1)
= G,1(D*(G"(1) +G'(1) - G'(1)?)
—Giz 1(1?G'(1) +G'(1)G_1(1) + G'(1)Gy 4 (1)
n-1(1)?var(Z1) + G'(1) (=G, 1 (1)* + G _1 (1) + G; 1 (1))
(1)20 +G'(1)var(Z,_1)
[Zn 120% + E[Zy]var(Z,_1)
:;uz(” D2 —|—yvar(Zn_1)

sip = 1alors Vn € N,var(Z,) = 0> + var(Z,_1)
on obtient donc par récurrence que Vn € IN, var(Z,) = no?

si y # 1 alors on pose notre hypothese de récurrence :

201 n—1
H(n): "var(Z,) = 7 (HZJ _11)V ”

20, — 1)4/0
(1) est vrai: var(Z;) = w =0?
Supposons H (k) vrai, montrons que #H(k + 1) est vrai :
var(Zy 1) = 2 1 V0? + pvar(Z)

ok M =1
=y + 1
_ P (p-1) N CaltT
u—1 u—1
_ w1
u—1
az(yk+1—yk+yk—1)yk
u—1
UZ(yk+1 _ 1)‘uk

u—1
Donc H(k + 1) est vrai.
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On a donc montré par récurrence que :

20,1 n—1
VneN, var(Z,) = 7 (V(y _11))V

1.4 Comportement asymptotique

Grace ces fonctions, nous pouvons aussi prévoir 1’extinction ou non
d"une population.

Proposition 6 (Probabilité d’extinction)

IP (extinction) = li_r>n P(Z, =0)
n—oo

Démonstration 6

On pose: Vn € N, A, = {Z, = 0}. Sila population s’est éteinte a la n-ieme géné-
ration, alors elle est aussi éteinte a la (1 + 1)-iéme génération. Doncona:Vn € N,
A, C Ayg10npose pour toutn € IN, B, = A1 — Ay Les (By)nen sont disjoints
et vérifient :

(UBn)UA = UA

n

UB YU Ag) = UA

Pour tout N dansIN, on a:

N

P((|J Ba)UAg) = U An)
N
P({J An) =P(Ay) + (Z IP(By)
N1 .
IP( An) Z n+1 (An)
n=0 n=0
N-1
P({J An) =P(AN)
n=0

11



En passant a la limite sur N, on obtient :

]P(Lnj Ay) = HEIBOOP(A,Z)
Or {extinction} = U,en{Zn =0} doncona:

IP(extinction) = lim PP(Z, = 0).

n—r—+00

Théoreme 7 (Condition d’extinction)
Soit u = E[Z1] et ? = var(Z,),
Ona:
lim IP(Z, = 0) = IP(extinction) = a

n—oo

ot a est la plus petite variable positive tel que G(a) = a

De plus,
—-sipy<lalorsa=1
—siy>1lalorsa <1
~sigp=1lalorsa=1sic?>0

Démonstration 7

On définit la suite (a,),en telle que pour tout n,a, = P(Z, = 0), qui converge
vers a.

Onadonc:Vn € N,

ay = G,(0) = G(Gp-1(0)) = G(ay_1)
On fait tendre n vers I'infini et on a par continuité de G :
a=G(a)

On sait que G est croissante sur [0, 1].

Soit b une solution positive de s = G(s), montrons quea < b :
G(0) < G(b)

Or G(0) =a1etG(b) =1

Donca; = G(0) < G(b) =b

Ensuite, a = G(a1) < G(b) =

12



On montre par récurrence que Vi € IN,a, <b

Donc lorsque 7 tend vers l'infini, on obtienta < b

Donc a est bien la plus petite solution positive de I’équation G(s) = s.
En particulier, a < 1car G(1) = 1.

Ensuite, la fonction génératrice G est convexe sur [0,1]. On peut vérifier que
I'équation G(s) = s n’a que deux solution sur [0,1], s = a et s = 1. Ce sont
les deux points d’intersections avec la droite y = s.

De plus la fonction G sera toujours au dessus des ses tangentes et G(0) > 0.
Donc a # 1 si la tangente de G en 1 est inférieur a la droite y = s sur [0, 1].

Donc cette tangente doit avoir une pente supérieur a 1, donc on doit avoir

G'(1) > 1.

A l'inverse, 2 = 1 si la tangente de G en 1 est supérieur a la droite y = s sur
[0,1]. Donc cette tangente doit avoir une pente inférieur a 1, donc on doit avoir
G'(1) < 1.

Siuy=1,

sioc? =0,alors X = E(X)doncVn # 1,P(k=n) =0etsin=1,P(k=n) =1
Dong, Vs €]0,1] :

Donc a = 0 est la plus petite valeur positive vérifiant G(s) = s.

Sio? > 0alors G ne sera pas la droite y = s et donc d’apres ce qu’'on a vu avant les
courbes y = G(s) ety = s ne se coupent qu’en 1 seul point sur [0,1] et G(1) =1
donca =1.

S’il n’y a pas extinction, on a donc : > 1. On peut montrer que

P(lim Z, = co|non extinction) = 1
n—o00

Nous souhaitons donc avoir une idée de la forme de Z, lorsque n tend
vers l'infini.

On défini done Vi € N, Wy = gf2r = Zup ™"

13



A partir de I'expression de 1" espérance de Z, et de sa variance, on ob-
tient,Vn € N, :

E(Wn) = ]E]FZ[HZ]’il

var(W,,) = var(Z,)(u™")?
_ (-
)

—n
(car u > 1 donc p Nl 0)

— 02/ (> —u) lorsque n — o

Mais la limite W de W, n’est pas trivial, donc pour I'étudier on va défi-
nir :
Vn € N : gu(s) = E[s""]

Donc, Vi € N, g,(s) = E(s%u™")
_ Gn (Syﬂi)

Onaaussi, Vi € N, : g, (s) = G(G,_1(s™")
= G(Gya((s7) "1
= Gl 1(5"))
Ona:W, e W et gul(s) e g(s) = E(s™).
Onadonc: g(s) = G(g(s%))

14



2 Exemple de processus de branchement : le pro-
cessus géométrique

2.1 Fonction génératrice

On considere un processus de branchement tel que la taille de chaque
famille suive une loi géométrique de parametre g (P(X = k) = gp, pour
ke IN). On note Z,, de taille de la n-ieme génération et on suppose que
Zy =1
On calcule pour commencer G, la fonction génératrice de Z;. Comme Zyp=1
alors la génération 1 n’est composée que d'une seule famille. Pour tout
s€[0,1],ona:

On procede ensuite par récurrence. L'initialisation est déja faite car par
définition G; = G.
1
Dans le cas olt p = q = 1, on a pour tout s dans [0,1], G(s) = S
—s

On suppose que pour tout n € IN*,

n—(n-—1)s
GM:ﬁ'

15



On suppose que 'hypothese est vérifiée au rang n. On a alors :

Gnr1(s) = G(Gu(s)

- 1

2 Gyls)

_ 1

N n—(n—1)s

R Y b

n+1-—mns

B (n+1)—mns

C2n+2-2ns—n+(n+1)s
(n4+1)—mns

T+ D) +1-(n+1)s

Ce qui achéve la récurrence.

Dans le cas ot p < g, on suppose que pour tout n € IN¥,

Gols) = WP —a" = ps(p"™ D — g I]
p(n+1) _ q(n+1) _ PS(Pn _ qn)

On suppose I'hypothese vérifiée au rang n. On a alors :

q
G 1(8): n n n— n—
Tl =g —ps(p =g )

Popnd — gn T~ ps(pn — )

_ qlp"tt — gt — ps(p" — q")]

ptl— gt —ps(p —q") — pglp" — q" — ps(p" ! —q"1)]

B glp"tt — " = ps(p" — q")]
pn+1 _ qn+1 _ qpn-i—l + pqn-H _ PS(Pn _ qn + qpn _ pqn)

_ et =g —ps(p" — q")]
pn+2 — q(n+2) _ ps(er-l _ qn—i-l)

16



Ce qui achéve la récurrence. En posant p = g, on montre alors que
n—(n-1)s , 1
T 1=p=3
n+1-—mns 2

" =1 —ps(p" ' =1)]
prt =1 —ps(p" —1)

Nous sommes donc capable de caractériser la loi de Z,, pour tout n € IN*.
On peut ainsi s'intéresser au comportement de la suite (Z,),cn+, notam-
ment la probabilité d’extinction totale et la probabilité que la taille de la
population diverge sachant que l'extinction n’a pas lieu.

Gu(s) =

si p#q

2.2 Probabilité d’extinction

On s’intéresse a la probabilité d’extinction.
OnavuqueP(Z, =0) = G,(0).
Dans notre cas, on obtient

n . - _1
n—+1 51q_p_2
Gn(0) =
n pn_]_

ot S pF#a
D’apres la proposition 6, on a le résultat suivant :

1 si g>

N[ —

IP(extinction) =

N[ —

si g <

<=

2.3 Probabilité d’extinction en temps fini

On amontré quesigq < % alors la population s’éteint presque stirement.
Mais peut-on cette extinction se produit-elle en temps fini ?
On note T = min{n : Z, = 0}. On s’intéresse a P(T = n) pour n € N.
Soit n € IN*. L’événement contraire & {T = n} est I'union de {Z,, # 0} et
{Zn—l = O}'

17



Onaalors:P(T=n)=1—-1P(Z, #00uZz, 1 =0)
P(T = n) = 1—P(Z, #0) — P(Zy 1 = 0)
P(T = n) = IP(Zn —=0)—P(Zy_1 =0)
P(T = n) = Gu(0) — Gp—1(0)

Dans le cas ot1 g = % "apres la partie précédente, alors on montre que

1

]P(T:n):m

Dans ce cas, T n’admet pas de moment d’ordre 1 fini, alors méme que
'extinction est presque stire :

Puis on fait une disjonction de cas sur p :

(p—1)%" " si p<1
n) ~

(p—=1)2(5)"* si p>1

Dans les deux cas, T admet une espérance finie.

18



3 Modeles plus avancés

3.1 Dépendance en age

Un des défaut du processus de branchement tel que nous l’avons pré-
senté, est son caractere discret. Il existe un modele plus général qui permet
de prendre en compte le fait que deux individu d"une méme génération
n’engendre pas de famille simultanément. Pour modéliser ceci, on intro-
duit une nouvelle variable aléatoire, ’age. On suppose que la famille des
ages est mutuellement indépendante identiquement distribuée de densité
fr et indépendante de la famille des tailles de famille. De plus l'age est
continue, positif.

On note Z(t) le nombre d’individu a I'instant t, et G;(s) = E(s%()) la
fonction génératrice de Z(t). La fonction génératrice dépend du temps. On
suppose de plus que Z(0) = 1 : il y a un unique individu initial. Chaque
individu vit pendant une période, égale a son age, avant d’étre remplacé
par la famille qu’il engendre. On note T 'dge de l'individu initial. Tout
comme dans le modéle discret, on cherche a obtenir une expression de G;
afin de déterminer Z(t).

Théoreme 8
Pour tout t dans R, pour tout s dans [0,1], ona:

Gi(s) = [ G(Gralo) frludu+ [~ sfr(u)au

Démonstration 8
On a I’égalité suivante :

Gi(s) = E[s*!)] = E[E[s*"|T]] = /]R E[s”®|T = u] fr(u)du.

SiT = u, alinstant u l'individu initial meurt et est remplacé par N descendants.
N est une variable aléatoire de fonction génératrice G. Chacun des N individus
engendrent des famille comme leur ancétre I'a fait. La mort de I'ancétre a pour

19



effet de remplacer le processus par une somme de N copies du processus, décalé
dans le temps de u.

— Siu > t,alors Z(t) = 1 et donc pour tout s dans [0, 1], E[s*()|T = u] = s.

- Siu < t,alors Z(t) = Y1+ Y2 + ... + Yy une somme de N copie indépen-
dantes de Z(t — u). De la méme maniére que dans la démonstration du
théoreme 4, on obtient E[s*()|T = u] = G(G;_,(s)).

En utilisant 1’égalité, on obtient le résultat.

Ce théoreme est plus intéressant pour sa démonstration que pour le résul-
tat qu’il apporte. Il est bien souvent impossible de calculer explicitement
la fonction G;. Cependant, on peut quand méme en tirer quelques infor-
mation intéressante, notamment sur 1’espérance.

Proposition 9 Espérance de Z(t)
Soit t dans R4, on note m(t) = E[Z;]. Sous réserve d’existence, m vérifie
"équation suivante :

Vie Ry, m(t) = ]/l/()tm(t —u) fr(u)du + /Oooft(u)du

avec u = G'(1).

Démonstration 9
En utilisant le théoréme 2, on a :

3G,

20



Par théoréme de dérivation sous le signe somme,

. toG d0Gi_y, 0
B(zi) =lim [ 52 (Grmu(e) St () fr(wdu+ [ fr(uw)du.

On conclut avec le théoréme de convergence dominée car

. 3G .. 0G| . 3Gy
lim 55 (Gr-u(s)) =lim 5o(s) = etlim =5

(s) =m(t—u)

3.2 Distribution exponentielle de I’age

Dans le cas particulier ou fr est la densité d’une loi exponentielle, il
est possible de déterminer une équation différentielle plus simple, vérifiée
par G;.

Théoréeme 10 (Distribution exponentielle de 1’age)
On suppose que la densité de 'age est : fr : t — Ae” Mg (t).
Alors la fonction G; vérifie I'équation différentielle suivante :

%Gt(s) = )\[G(Gt(S)) — Gt(s)]'

Démonstration 10
On part de I'équation du théoréme 8 et on dérive par rapport a t. Pour tout t € R
, pour touts € [0,1] ,ona:

8 Guls) = G(Go(N i) + [ = g(Gr-als)) fr(w)du = sfi(t)

Or Gy(s) =set %G(Gt_u(s)) = —%G(Gt_u(s) .

Doncona:
£Gi(s) = () = 9)fr(1) — [ -G(Gura(s) ()

9.Gls) = (6(5) = )fr(8) = [G(Gr (s fr)yg + [ G(Gra(s)) 2 fir(u)d

21



En utilisant I’expression de fr, on peut simplifier :

SGi(s) = (G(5) = 9)fr(1) ~ G(Gal&)fr(1) + G(Gu(s))fr(0) = A [ G(Ge-a(s))fr(u)etu

aath( ) = —sfr(t) + G(Gi(s) /\/ (Gt—u(s)) fr(u)du

D’apres le théoréme 8, on a :

[ GGl frudi = Gi(s) = s [~ G(Gr-uls)) frlu)du

Pour finir, on obtient :

d

5,Gt(s) = A[G(Gi(s)) — Gi(s)].

Pour des ces particuliers de G, on peut résoudre complétement cette équa-
tion.

3.3 Modélisation de la division cellulaire

On considere une culture de cellule. A I'instant t=0, iln"y a qu'une seule
cellule (Z(0) = 1). On suppose que 1’age suit une loi £(1). Chaque cellule
peut soit mourir, soit se dupliquer, de maniere équiprobable. On a :

1
Vs € [0,1],G(s) = 5(1 +52).
L’équation différentielle définissant G; s’écrit donc :

£Gils) = 5(Gils) ~ 17

Proposition 11 (Expression de G;)

2s+t(1—s)

Vie Ry, Vse[0,1],Gi(s) = 2T 11 =5)
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Démonstration 11
La fonction t — %(t — 1)? est localement lipschitzienne sur R, donc d’apres le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale.

La fonction constante égale a 1 est solution de 1’équation, donc si une solution
passe par la valeur 1, c’est la fonction constante.

On considere donc ¢ une solution, et on suppose qu’elle ne prend pas la valeur 1.
On peut alors écrire :

1
(p(t) =12 2
1 1
(-1 ¢(0)—1 2
Or Vs € [0,1], Go(s) = /oo she Mdu =s

0
11t
p(t) =1 s—1 2
1 2+4+t(1-s)
p(t)—1  2(s—1)
2s+t(1—5s)
*) = =)

Par unicité, on a le résultat.

A partir de la fonction génératrice, on peut remonter aux lois des Z(t).
On en déduit les résultats suivants sur le processus :

Proposition 12 (Loi de Z(t))
Vt e R+, Vn eIN:

e si n=0
PZB=m =2
GinpT SLoM >1
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Démonstration 12
Le calcul des dérivées successives de G se fait assez facilement.
On montre que Gj(s) = m. Alors on a par récurrence, on a
4" =1y!
2+ #1—s)]rH1

On évalue en 0.

Proposition 13 (Espérance et Variance de Z(t))

VteR,, E[Z()]=1 et var(Z(t) =t

Démonstration 13
Pour tout t dans R4, s — Gi(s) est de classe C* sur [0,1] etona:

3 4
3% = oA

Elle admet donc en 1 une dérivée a gauche finie qui vaut E[Z(f)] = 1. De méme

02 8t
3200 = =P

Ainsivar(Z(t)) = t.

Proposition 14 (Fonction de répartition de Z(t))

Vie Ry, VkeIN® ona: P(Z(t) >k)=
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Démonstration 14

Soit k dans IN*,on a :
PE() 20 = e
PZ() 2K = (i ni;_l G
P(Z(t) > k) = (jtftl)k

On n’a pas calculer la fonction de répartition F a proprement parler mais
1 — F. C’est parfois plus facile a manier.

On peut maintenant s’intéresser aux comportements asymptotiques de
notre modeles.

Proposition 15 (Comportement asymptotique)

La population s’éteint presque stirement.

De plus, conditionnellement a 1’événement “{Z(t) > 0}”, @ converge
en loi vers £(2).

Démonstration 15
On montre que lim t — 00G;(0) = 1.

{extinction} = | J {Z(t) =0}

teR,

Par inclusion, P({extinction}) > P( | J {Z(n) = 0}.
nelN
On peut calculer cette derniere quantité comme dans la démonstration de la pro-
position 6. C’est 1.
Une probabilité étant toujours inférieure a 1, on a : IP({extinction}) = 1.

25



Pour tout x € R* ,ona:

= P(Z(t) > tx|Z(t) > 0)

P(Z(t) > tx et Z(t)>0)
P(Z(t) > 0)
P(Z(t) > tx)
P(Z(t) > 0)
2eltx] 24y

( )

( )

( )
]P(zx\Z(t)>0>: .

( )

( )

( )

(2 + t) L]+

~(sn)

— [tx] In2(1+2)

— o ltx]In2,—[tx] In (1+2)

Z(t
Ainsi P (S} > x|Z(t) > O> — = e—2x

n—4-o00

En notant F la fonction de répartition de @ conditionnellement a "{Z(t) > 0}”,
on a montré que F(x) = 1 —e—2x si x > 0. On montre facilement que F est nulle

si x < 0. C’est donc la fonction de répartition d’une loi £(2).

3.4 Modele de Daley

Le modele de Daley sert a décrire le mécanisme de reproduction d'une
population sexuée. On définit F, le nombre de femelles et M, le nombre
de males a la génération n et Z, le nombre de couples de cette méme géné-
ration. On définit, ensuite, le nombre de naissances donné par un couple
(tout les couples suivent la méme loi de reproduction G) par : X le nombre
de femelles et Y le nombre de males. X et Y sont indépendantes de I'indice
de génération.
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Définition 2

Soit une suite (X, ;i) (n,i)enxn+ de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées selon le loi du couple (X,Y), a valeurs en-
tieres.

Soit L : R4 x Ry — R4 croissante, a valeurs entiéres, telle que :

V(x,y) € (R+)? L(x,y) < xy.
Soit (Zy)eN une suite telle que :

Zo=N (N>1)

(Fn+1, Mn+1) = (Oé()) si Zn = 0,
(Fn—H/ Mn+1) = Zi:nl (Xn,i/ Yn,i) sinon
Zy = L(Fn/Mn) n>1

Alors (Z),en suit un modele de Daley.

On sait que G(z1,z2) = E(z{z}) avec G la fonction génératrice du couple

(X,Y)

On a donc lE(zf"“zéVI”“\Zn =j) = (G(z1,22)), avecj € N

Exemple de loi de reproduction :

Soit T = X + Y le nombre d’individu dans la portée d"un couple donné.
Soit H(z) = Y2, piz" sa fonction génératrice.

Soit (p,q) € (]0,1[)?, p est la probabilité que le nouveau-né soit une fe-
melle et donc g = 1 — p la probabilité que ce soit un méle donc :

G(z1,22) = H(pz1 +q22)

De plus, on suppose que le nombre de males et de femelles d"une portée
sont indépendants donc :

G(Zl,Zz) = Gx(Zl)GY(ZZ)
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Exemples (cas particulier de la définition) :

— Soit L(x,y) = xmin(1,y),on a donc:

, [ FosiMy>1
e O SiMn:O

Ce modele représente une situation de promiscuité totale des indivi-
dus et un pouvoir reproductif illimité des males.

Si le nombre de males est 3 et le nombres de femelles est 5 alors le
nombre de couples sera 5

— Soit L(x,y) = min(x,dy) avecd € N*,on a donc:

" dM, sinon

Ce modele est appelé le modele des couples fideles.

Sid = 2 alors 1 male peut avoir jusqu’a 2 femelles.
Sion a1 femelle et 1 méle, on aura 1 couple.

Sion a 2 femelles et 1 male, on aura 2 couples.
Sion a 3 femelles et 1 male, on aura 2 couples.
Sion a 3 femelles et 2 male, on aura 3 couples.
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Conclusion

Le processus de branchement est donc un modéle de dynamique de
population qui permet d’obtenir des résultats asymptotiques assez inté-
ressants.

Le processus discret peut-étre amélioré en ajoutant une variable aléa-
toire 1’age. Mais les calculs de ce modele continu sont souvent impossibles
a réaliser.

Le processus de branchement que nous avons étudié n’est pas un mo-
dele parfait dans la mesure ou il ne prédit que deux types d’évolution ex-
tinction ou explosion. Il ne modélise de mécanisme de rétroaction comme
dans les systeme de Lotka-Voltera. Cependant, il existe d’autres versions,
toujours plus complexes, qui permettent de modéliser, entre autre ces ef-
fets.
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