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Cours (baréme approximatif : 6 points)

Sur un espace mesuré (E, A, i),

1. énoncer et démontrer I'inégalité de Markov,

2. énoncer le théoreme de convergence monotone,
3. énoncer le lemme de Fatou,

4. énoncer et démontrer le théoreme de convergence dominée.

Exercice 1 (baréme approximatif : 6 points)

Soit E un espace muni d’une mesure p o-finie, et soit une suite croissante (E,) de parties de E
d’union E et telles que u(E,) < 400 pour tout n.

A toute fonction mesurable f sur E on associe la fonction T,,(f) = 15, ¢n o f ol

on(t)=—n si t<-—-n, p,(t)=t si —n<t<n, @,(t)=n si t>n.

1. Soit f une fonction mesurable sur £ et n un entier. Démontrer que T, (f) est intégrable et
bornée.

2. Soit f une fonction positive sur £ et n un entier. Démontrer que T, .1(f) > T,.(f) > 0.

3. Soit f et g deux fonctions mesurables sur E et n un entier. Démontrer que T, (f) — T5,(g) est
intégrable et que de plus

/E To(f) — Tu(g)] dp < /E " aldn

4. Soit f une fonction mesurable sur E, de parties positive et négative f* et f~. Démontrer que

Tn(f) :Tn(JH_) _Tn<f_)> |Tn(f)| :Tn(f+)+Tn(f_)'

5. Soit f une fonction mesurable sur . Démontrer que f est intégrable si et seulement si la suite
réelle (/ \Tn(f)|d,u> est bornée.
B n



Exercice 2 : Théoréme de récurrence de Poincaré (baréme approximatif : 8 points)

Soit ¢ une mesure finie sur un espace mesurable (F, A) et T : E — E une application mesurable
telle que

[t dn) = [ ute)dnto)

E
pour toute fonction mesurable positive u : £ — R.

1. Déterminer la mesure image de la mesure y par I’application 7.

Pour x dans E on définit les itérés de x par T par
T(z) =2
puis par récurrence
T (2) = T(T"(2))

pour n entier naturel.

Soit A dans A et 14 la fonction indicatrice de 'ensemble A, et soit f,g,h : E — [0, +00] les
fonctions définies par

400
fla) =) 1a(T"(x),  gle)=e7® h(z) = g(T(2))

avec la convention g(z) = 0 si f(z) = +oo.

2. Démontrer que g(x) = e~ 4@ h(x) pour tout = dans F puis que la fonction i — g est positive
sur F.

3. Démontrer en détail que les fonctions f, g et A sont mesurables.
4. Démontrer que les fonctions g et h sont intégrables sur E et que
[ hia)dnta) = [ o) dute)
E E

5. Démontrer que h = g presque partout.

6. Démontrer que pour presque tout x dans A il existe une infinité d’entiers naturels n tels que
T™(x) appartienne a A.



Correction Exercice 1

On remarque que la valeur de 7,,(f)(x) ne dépend que de n,z et f(x), donc pas des autres valeurs
prises par f. De plus, si f et « sont tels que f(x) = 0, alors pour tout n on a ¢,(f(z)) = 0 et donc

T(f)(x) = 0.

1. Les fonctions 1p, et ¢, o f sont mesurables et bornées par 1 et n respectivement, donc leur
produit 7, (f) est mesurable et bornée par n. De plus T, (f) est nul hors de la partie E,, de mesure
finie, donc est intégrable.

2. Soit z et n fixés.

Six € E, alors x € E,4q donc 1g,(x) = 1g,,,(z) = 1; de plus ¢,41(f(2)) > ¢n(f(x)) > 0, donc
Tn-i—l(f)(x) > Tn(f)(x) > 0.

Siz € Epii \ B, alors 1, (x) = 0 donc T,,(f)(z) = 0; de plus 1g,,,(x) = 1 et pp1(f(z)) > 0,
done T2 (f)(x) = 0 = T, (f)(x).

Six ¢ E,qq alors 1g, (z) =1g,,,(z) =0 et donc T, 41(f)(z) = To(f)(z) = 0.

Dans tous les cas T,,1(f)(xz) > T,(f)(x) > 0.

3. Les fonctions T, (f) et T, (g) et donc T,,(f) — T,,(g) sont intégrables d’apres la question 1. De
plus la fonction ¢,, est 1-lipschitzienne donc

[ mh-Tu@ldi= [ leni@)=enlo@ldn@) < [ 5@ -g@lduto) < [ |#@)=gle)l duo)

4. Soit x fixé. Alors en cet x :

* ou bien fgeqO : alors f~ = 0 donc T,,(f7) = 0; de plus f* = f donc ¢,(f") = w.(f) puis
Tn<f+) = Tn(f)‘

*ou bien f < 0 : alors f7 =0 donc T,,(f") = 0; de plus f~ = —f donc ¢,(f7) = —¢,(f) puis
To(f7) = =Talf).

Dans tous les cas T,,(f1) = T,.(f7) = T,.(f) et To.(f) + T.(f7) = |Tu(f)]-

5. D’apres la question 1 les T),( f) sont intégrables donc la suite / |T.(f)] d,u) est bien une suite
E n
réelle.
Supposons que f soit intégrable. Alors, d’apres la question 3 appliquée a g = 0, pour laquelle
T(g) =0,ona [,|T,(f)|du < [,]f]du < 400, donc la suite est bien bornée.

Supposons inversement que la suite < S| Tu(f |d,u> soit bornée.

le possibilité : (i) Dans un premier temps on suppose que f > 0. Alors T,,.1(f) > T,.(f) > 0
d’apres la question 2. Soit alors x fixé. Alors la suite (7, (f)(x)), est une suite croissante positive. De
plus elle converge vers f(z) : en effet, ou bien f(z) = 400 et alors T,,(f)(z) = n converge vers f(x);
ou bien f(z) < 400, et alors pour n > f(x) on a ¢,(f(x)) = f(z) et pour n assez grand on a x € E,,
de sorte que pour n assez grand on a T,,(f)(z) = f(x).

Donc par convergence monotone la suite < / T, (f)|du = / T, f> converge vers / f. Comme
E

cette suite est bornée ceci assure que la fonction positive f est intégrable.

(ii) Dans le cas général, on applique (i) a T,,(f*) et T,,(f). La relation

’Tn(f)| = Tn(f+) + Tn(f_)
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démontrée en question 4 assure

[mni= [ 100+ 1)

Comme les [, |T,(f)|dp sont bornées on en déduit que les [, |T,(fT)|du et [, |T.(f )| dp sont
bornées, donc d’apres (i) que les fonctions positives f* et f~ sont intégrables. Ainsi f est intégrable.

2e possibilité : la suite (|7, f|), converge simplement vers |f| puisque pour tout x fixé

T(f)(@)] = 1g, (2)|¢n o f(2)]

est égal a |, o f(x)| pour tout n assez grand puisque la suite (£,,) est croissante d’union E'; de plus
lon o f(z)] est & son tour égal a |f(z)| si |f(z)| < +oo et n > |f(x)], et est égal a n donc converge
vers | f(x)] st [f(z)] = +oo.

Par conséquent, par le lemme de Fatou
[ 11du < it [ 17,11

qui est < 400 si la suite (fE IT.(f)] d,u) soit bornée.

Correction Exercice 2.
1. Par hypothese sur p et T on a

[t dute) = [ ute)dnto)

E
pour toute fonction mesurable positive v : £ — R.

En particulier, si B est un ensemble mesurable quelconque de E, prenant u = 1 on a

[ 16T @)duta) = [ o) dita)

E
¢’est-a~dire
wT~(B)) = u(B).
Autrement dit la mesure image de p par T' est la mesure p.
2. On écrit

f(x) =Y 1a(T"(@)) = La@) + > 1a(T"(w)) = La(x) + f(T(x)).

Composant avec I'exponentielle on obtient alors
g(x) = e 1@ g(T(x)) = 714 h(z).
On remarque alors que 0 < g < 1 par définition, et en particulier g prend des valeurs réelles. Il en est
de méme pour h. De plus e~ '4@) < 1 et de nouveau h(z) > 0 pour tout x dans £, donc g(z) < h(z).
Autrement dit la fonction réelle h — g est positive.

3. Pour N entier soit
N
(@) = 1a(T"(x)).
n=0

La fonction T est mesurable donc par composition les T™ le sont, et A est mesurable donc 14 est
mesurable ; donc par composition la fonction fy est mesurable. Par suite la fonction f est mesurable

comme limite simple de la suite de fonctions mesurables (fy). De plus la fonction g est mesurable
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comme composition de I'exponentielle avec la limite simple de la suite de fonctions mesurables (fy).
Enfin la fonction h = g o T' est mesurable comme composée des fonctions mesurables T et g.

4. La fonction g est mesurable d’apres la question 2, et de plus 0 < g < 1 comme on I'a déja
remarqué (par exemple puisque les fx sont toutes positives). Ainsi g est intégrable puisque p est finie.

De méme la fonction h est mesurable et 0 < A < 1 puisqu’il en est de méme de g. Par conséquent,
de nouveau, h est intégrable puisque pu est finie. De plus, par hypotheése sur 7' (appliquée a la fonction
u = g mesurable positive)

[ 1@ o) = [ a0 duto) = [ oo dnta)

E

5. D’apres la question 2 la fonction h — g est positive. D’apres les questions 3 et 4 elle est mesurable
et intégrable comme différence des fonctions intégrables g et h, et de nouveau d’apres la question 4

fo-nfo- fos

Par conséquent h — g est nulle presque partout, c’est-a-dire que u({h # g}) = 0.

6. Pour = dans A, il existe une infinité d’entiers naturels n tels que 7" (x) appartienne a A si et
seulement si f(z) = +00. On doit donc montrer que pour presque tout x dans A on a f(x) = +oo.

Or, d’apres les questions 2 et 5,
h—g=(c" ~ )
est nulle p. p. Or, sur A, e'4 = e donc e!4 — 1 # 0. Par conséquent g = 0 p. p. sur A, soit f = +oo p.
p. sur A.



