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6. Produits de mesures et Changement de variables

Exercice 1. Calculer 'intégrale de Gauss ci-dessous en ’élevant au carré :

2
/ e * dux.
R

Déterminer les valeurs de o € R pour lesquelles f,, : (z,y) — exp(—2?

— awy — y?) est intégrable sur R2.

Exercice 2. Soit f : R? — R une fonction mesurable. Notons I' = {(z, f(x)), = € R?} le graphe de f. Montrer
que I' est mesurable et de mesure de Lebesgue nulle dans R4+!.

Exercice 3 (Un critére d’intégrabilité). Montrer que pour toute fonction f: E — Ry mesurable :

[ uttr = ma= [ s

Est-ce encore vrai pour toute fonction intégrable ? Montrer que pour tout p €]0, +00[ :

“+o0
/fpdu:p/ p({f >thHtr~tat.
E 0

Exercice 4 (Application au calcul du volume de la boule unité). On note B(0,r) = {z € R", ||z|| < r} la
boule euclidienne de rayon r > 0 et V,.(n) son volume. On rappelle que pour s > 0, I'(s) = f0+°° t5~le tdt.

1. Montrer que [p, e~ l=P gz, (z) = 7%.

2. Montrer que

2 Heo 2
/ eI dx, () = / A(fo € R 2 el > thyar.
n 0

3. En utilisant '’homogénéité de la fonction volume, déduire de la formule ci-dessus que
1
/ =% g, () = Vl(n)/ (—Int)3dt.
n 0

4. En déduire que Vi(n) = #11)
5. Montrer que pour s > 1, on a I'(s) = (s — 1)I'(s — 1). En déduire par récurrence la valeur de T’ (% + 1),
pour tout entier naturel n, puis le volume V; de la boule unité :

ak

i si n=2k (keN),
Vi(n) = T ok+lk

1-3-5---(2k+1)

sio n=2k+1 (keN).
Exercice 5. Etudier I'intégrabilité de f, sur Ri selon a et calculer son intégrale lorsque c’est possible :

1
Ja i (2,y) — Arzty

Exercice 6. Soient U =]0, 1[2x] — 7, [ et ¢ I'application définie par :

R® — R3

(u,v,w) +— (u,uvcosw,vsinw).
Montrer que ¢ définit un C!-difféomorphisme de U sur son image et calculer A3(o(U)).
Exercice 7. Soient U = {(u,v) € R?, u > v > 0} et V = {(u,v) € R?, v > u > 0}. Considérons ¢ I'application
R? — R?

(u,v) = (u? + 02, 2uv).

Montrer que v définit un C!-difféomorphisme de U (resp. V) sur son image que 1’on

/ lut — vt e~ @) gy dv.
R2
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